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В данной статье обсуждается проблема байеса в карте космического микроволнового фонового
излучения ILC (Internal Linear Combination) и показывается, что она связана с коэффициентом
кросс-корреляции K(�) истинного космического микроволнового фона и фоновой компоненты из-
лучения для каждого мультиполя �. Мы приводим анализ кросс-корреляций для квадрупольной
и октупольной компонент карт ILC космической миссии WMAP и показываем, что коэффициент
корреляции меняется в пределах от −0.52 до 0.60. Проанализировав методом Монте-Карло 104

моделей случайного гауссова сигнала космического микроволнового фона, мы показываем, что
функция распределения соответствующего коэффициента кросс-корреляции имеет полиномиальную
формуP (K, �) ∝ (1 − K2)�−1. Мы также показываем, что наиболее вероятное значение коэффициента
кросс-корреляции карт ILC и фоновой компоненты квадруполя имеет два экстремума на уровне
K � ±0.58. Мы анализируем проблему дебайесинга в карте ILC космического микроволнового
фона и показываем, что восстановление реального байеса является весьма проблематичным из-за
космической вариации сигнала. Кроме того, нестабильность процедуры дополнительно усугубляется
переменностью знака квадруполя и октуполя, из-за этого четные моды гармоник � + m восста-
навливаются со значительной ошибкой. Эта ошибка проявляется в изменении знака четных мод
низких мультиполей на противоположный истинному знаку и приводит к значительным изменениям
коэффициента кросс-корреляции карт космического микроволнового фона и фона. Мы показываем
также, что для модельных реализаций сигнала космического микроволнового фона, у которых
знак квадрупольной компоненты (2, 0) отрицательный (и такой же как у фона), соответствующая
вероятность получения положительного знака после применения метода ILC будет около 40%.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Начиная с эксперимента COBE (The Cosmic

Background Explorer), и после появления дан-
ных WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy
Probe) [1–7] однолетнего, трехлетнего и пятилет-
него циклов наблюдений проблеме восстановле-
ния низких мультиполей реликтового излучения
(Cosmic Microwave Background — CMB) � ≤ 10
(мощность квадруполя, планарность и выравнива-
ние квадруполя и октуполя и т.п.) уделяется много
внимания. Множество космологических моделей
применяется для объяснения неочевидных особен-
ностей низких мультиполей карты ILC, включа-
ющих модель скользящего спектрального индек-
са первичных адиабатических возмущений [1–5],
нетривиальную топологию Вселенной [8, 9], на-
рушенную масштабную инвариантность (BSI)
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спектра мощности [10, 11], первичное магнитное
поле [12–14], анизотропные космологические мо-
дели Бьянки (Bianchi) VIIh [15–19] и т.п.
Проблема низкой мощности квадруполя CMB

может иметь отношение и к негауссовости низких
мультиполей WMAP, куда также могут входить
проблемы планарности и выравнивания квадрупо-
ля и октуполя [20–23], корреляции с фоновыми
компонентами [4, 24–27], локальные дефекты карт
CMB [28] и т.п. Такие особенности требуют до-
полнительного теоретического объяснения, так как
происхождение их все еще остается неясным.
Другой взгляд на проблему низких мульти-

полей CMB сигнала карты ILC заключается
в рассмотрении кросс-корреляции между сиг-
налом CMB и фоновыми компонентами (байес
карты ILC [4, 24, 27, 29, 30]), систематических
эффектов [31], включающих влияние моды � = 2 на
диполь через далекие боковые лепестки диаграммы
направленности [32].
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В этой статье мы хотим перепроверить наиболее
важный момент в анализе данных современных
экспериментов по изучению CMB, относящийся
к проблеме разделения сигнала CMB и фоновых
компонент методом внутренней линейной комбина-
ции (Internal Linear Combination Method — ILC).
Нет необходимости говорить, что разделение сиг-
нала CMB и мешающего фона является основ-
ной проблемой для всех экспериментов в обла-
сти исследования реликтового излучения, вклю-
чая продолжающуюся миссию WMAP и будущую
миссию Planck. Основной формализм метода ILC,
с помощью которого можно восстановить сигнал
CMB из наборов наблюдательных данных, за-
ключается в комбинировании их с вещественными
взвешивающими коэффициентами данных в одну
(Linear Combination) карту. Тогда, чтобы найти эти
взвешивающие коэффициенты, мы должны мини-
мизировать некоторый функционал, определяемый
на многочастотном наборе данных микроволново-
го фона, содержащих информацию о первичном
сигнале CMB. Такой функционал (подробнее см.
вариации по Тегмарку и Ифстафиоу [33] (далее как
TE)) может быть определен как в пространстве
пикселов (как это сделано командой WMAP), так
и в пространстве сферических гармоник (Тегмарк и
др. [34], далее как TOH), см. также [4, 30, 35]. Ниже
мы будем обсуждать только низкие мультиполи
CMB (� ≤ 10) и, в частности, квадруполь, для ко-
торого подход ILC в мультипольном пространстве
оказывается очень полезным.
Тем не менее, подход ILC в сочетании с методом

минимальных вариаций (Minimal Variance Method)
(далее как ILCMVM) дает специфическую осо-
бенность в получаемом сигнале CMB, известную
как байес. Байес напрямую отражает коэффициент
кросс-корреляции с фоновыми компонентами и
приводит к негауссовости и статистической ани-
зотропии получаемого CMB из-за взаимодействия
с фоновыми компонентами. Это происходит из-за
того, что MVM исходно разрабатывался для от-
деления гауссового сигнала, статистические свой-
ства которого полностью определяются вариаци-
ей каждой компоненты. В то же время хорошо
известно, что MVM не обоснован надлежащим
образом, особенно в тех случаях, когда у нас есть
только одна, уникальная, реализация случайного
процесса, в которой сигнал CMB смешан со значи-
тельно негауссовым фоном. Более того, статистика
низких мультиполей CMB может рассматриваться
как предельно пекулярная, так как у нас нет стати-
стического ансамбля реализаций для ее оценки.

Данная работа посвящена исследованиям бай-
еса карты ILC и ее статистических погрешностей.
Мы показываем, что так называемая процедура
дебайесинга для карты ILC сигнала CMBсодержит

в себе потенциальную нестабильность и непред-
сказуемость для единичной реализации CMB.
Краткая схема статьи: в разделе 2 мы сфо-

кусируем внимание на математическом базисе
ILCMVM, в точности таком, каков был предложен
в работе [4]. С помощью анализа модели с
однородными спектрами фоновых компонент мы
показываем, что байес карты ILC и байес спектра
мощности будет порядкаK(�) иK2(�), где K(�) —
коэффициент истинной кросс-корреляции CMB и
фоновых компонент. Следуя работе [26], мы будем
называть эту кросс-корреляцию “космической
ковариацией”. Из-за статистического происхож-
дения этой корреляции космическая ковариация
является неопределенной для каждой единичной
реализации сигнала CMB, причем даже для хоро-
шо известных фоновых компонент. В то же время
полученный с помощью ILC MVM сигнал ILC
CMB и соответствующие фоновые компоненты
ILCMVM имеют нулевые кросс-корреляции из-за
самого подхода ILC MVM.
В разделе 3 мы исследуем статистические

свойства коэффициента кросс-корреляции между
случайным гауссовым сигналом CMB и фонами
WMAP в полосах K, Ka, Q, V, W. Мы генери-
руем 104 реализаций гауссова сигнала CMB для
наиболее подходящей космологической модели
ΛCDM по данным WMAP и кросс-коррелируем
их с фонами, полученными командой WMAP.
Это фоновые компонеты по методу максимальной
энтропии (MEM), которые представляют собой
сумму синхротронного, свободно-свободного из-
лучений и излучения пыли для каждой частоты.Мы
покажем, что функция распределения вероятности
для этих кросс-корреляций имеет полиномиальную
форму P (K, �) ∝ (1−K2)�−1. После этого мы най-
дем наиболее вероятные величины коэффициентов

K(�) иK
2(�). Другими словами, эти коэффициенты

определяют наиболее вероятную величину байеса
для ILC CMB и для спектра мощности. Учитывая,
что карты третьего года— ILC(III) и пятого года —
ILC(V) уже исправлены за байес, как заявила
команда WMAP, мы проверили кросс-корреляцию
между ILC и фонами WMAP. После дебайесинга
эти кросс-корреляции должны показать возмож-
ную величину K(�) для истинного CMB и для
истинного фона. Для полос K–W миссии WMAP
соответсвующие коэффициенты кросс-корреляции
порядка K � −0.51. Отметим, что эта величина
близка наиболее вероятному значению K(�) в
распределении функцииKP (K, � = 2).
В разделе 4 мы обсуждаем некоторые особен-

ности квадруполя и октуполя ILC. Как следует из
моделирования методом Монте-Карло, проведен-
ного в работе [36] для низких мультиполей � = 2, 3,
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знак мод компонент (2,0), (2,2) и (3,1) изменяет-
ся на противоположный для приблизительно 20%
выходящих карт CMB. Это значительно меняет
морфологию выходящей карты. Мы покажем, что
изменение знака имеет место для тех входных
квадрупольных данных моделей CMB, для кото-
рых знак моды � = 2,m = 0 противоположен знаку
фоновой компоненты. Для гауссова сигнала около
40% реализаций имеют знак sign c2,0 = −sign F2,0,
где c2,0 и F2,0 — компоненты m=0 квадруполя для
входных карт CMB и фонов соотвественно. Грубо
говоря, для 40% этих реализаций восстановление
компоненты � = 2,m = 0 может иметь неправиль-
ный знак в моде (2,0). В этом разделе мы дадим
аналитическое описание эффекта перемены знака,
основанное на свойствах байеса.
Все результаты обобщены в разделе Выводы.

2. МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БАЗИС МЕТОДА
ILC MVM

Рассмотрим общий формализм метода ILC в
предположении, что у нас есть экспериментальные
данные∆T (θp, φp, νi) для анизотропииCMB, полу-
ченные для некоторой полосы частот ν1, ν2.... Здесь
θp и φp — стандартные полярный и азимутальный
углы сферической координатной системы, а индекс
p отмечает соответствующий пиксел. Наблюдаемая
температура неба для каждого пиксела p в задан-
ной полосе νi — линейная комбинация истинного
сигнала CMB – Tc(p) и истинного фона fi(p). В
действительности компоненты фона в различных
частотных полосах (большей частью синхротрон,
свободно-свободное излучение и пыль) имеют уг-
ловые вариации спектральных индексов. Тем не
менее, используя различные разъединенные об-
ласти неба с почти одинаковыми спектрами фо-
нов и низким уровнем пространственных вариа-
ций, мы можем упростить математический аппа-
рат метода ILC [4]. Следуя модели фоновых ком-
понент WMAP, предположим, что для некоторой
области неба пространственные вариации излу-
чения фоновых компонент пренебрежимо малы и
fi(p) = SiF (p), где Si — частотный спектр, F (p) —
пространственное распределение фона для каждой
полосы i. Основная идея метода ILC состоит в том,
чтобы оценить сигнал CMB, применяя веществен-
ные взвешивающие коэффициенты wi для каждой
области неба с монотонным спектром фона [4]

Tilc(p) =
∑

i

wiTi(p) = Tc(p) + ΓF (p),
∑

i

wi = 1, (1)

где Γ =
∑

i wiSi. Коэффициенты wi могут быть
найдены минимизацией вариаций (см. работу [4])

σ2
ilc = 〈T 2

ilc(p)〉 − 〈Tilc(p)〉2 =

σ2
c + 2ΓσcF + Γ2σ2

F . (2)

Здесь σ2
c — вариация истинного CMB,

σ2
F — вариация истинного фона, а

σcF = 〈Tc(p)F (p)〉 − 〈Tc(p)〉〈F (p)〉 — космическая
ковариация между истинными CMB и фоном [26].
Угловые скобки в уравнении 2 и далее обознача-

ют усреднение по пикселам, принадлежащим каж-
дой зоне карты с монотонным поведением фоновой
компоненты. Минимум вариации σ2

ilc может быть

легко найден из уравнения dσ2
ilc

dwi
= 0, из которого мы

получаем [4]

Tilc(p) = Tc(p) − σcF

σ2
F

F (p), σ2
ilc = σ2

c − σ2
cF

σ2
F

. (3)

Определим коэффициент кросс-корреляции между
истинным сигналом CMBи истинной фоновой ком-
понентой в пиксельном пространстве как

κ =
σcF

σcσF
. (4)

Тогда после подстановки уравнения (4) в
уравнение (3) мы имеем [26]

Tilc(p) = Tc(p) − κ
σc

σF
F (p), σ2

ilc = σ2
c (1 − κ2). (5)

Как видно из уравнения (5), температура в пикселе
Tilc(p) и вариация σ2

ilc получаются с байесом. Раз-
ность Tilc(p) − Tc(p) пропорциональна κ и может
быть как положительной, так и отрицательной.
Для вариации σ2

ilc, байес всегда отрицательный
и пропорционален 1 − κ2. Существование такого
байеса не удивительно. Смещение вариации ILC и
соответствующего спектра мощности обсуждается
в [4, 26, 27, 29]. Тем не менее, важно заметить, что
байес вариации и спектра мощности определяется
космической ковариацией, которая остается неиз-
вестной для каждой единичной реализации сигнала
CMB на небе. Это и есть причина, по которой карта
не может быть исправлена какими-либо методами
из-за статистической погрешности.
Описанный выше подход ILC в пространстве

пикселов может быть легко обобщен для простран-
ства мультиполей путем разложения по сфериче-
ским гармоникам:∆T (θ, φ, νi) → aνi

�,m:

∆T (θ, ϕ, νj) =
∞∑

�=0

�∑

m=−�

|aνj

�,m|eiφ�,mY�m(θ, ϕ), (6)

где |a�m| and φ�,m — модули и фазы коэф-
фициентов разложения. Прямое преобразование
уравнения (5) в мультипольные коэффициенты дает

cilc
�,m = c�,m − κ

σc

σF
F�,m . (7)
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Таблица 1. КоэффициентыK(�) для фоновых компонет V–W, Ka–V, Ka–W иQ–V, полученных с помощьюMEM.
Первая колонка показывает номер мультиполя �.

K(�) V − W Ka − V Ka − W Q − V

2 0.999969 0.999014 0.998761 0.999481

3 0.994699 0.999534 0.995187 0.999770

4 0.996702 0.999497 0.996098 0.999708

5 0.994615 0.998862 0.995825 0.999647

6 0.995481 0.999354 0.993799 0.999563

7 0.993245 0.998620 0.995323 0.999506

8 0.994281 0.999252 0.993458 0.999575

9 0.993532 0.998781 0.994617 0.999571

10 0.994638 0.999068 0.993319 0.999463

Легко показать, что это решение для извлекаемого
сигнала ILC cilc

�,m может быть получено минимиза-
цией вариаций

σ2 =
∑

�

2� + 1
4π

�∑

m=−�

|
∑

j

wja
j
�,m|2 . (8)

Более того, следуя подходу TOH, мы можем опре-
делить ILC CMB в мультипольном про-
странстве, используя взвешивающие коэф-
фициенты Wi(�) ×

∑
i Wi(�) = 1, и, минимизи-

руя спектр мощности для каждого мультиполя

C(�) =
∑

m |Wi(�)a
(i)
�,m|2. Для модели однородных

спектров фоновых компонент этот подход приводит
к выражению

cilc
�,m = c�,m − K(�)

(
∑�

m=−� |c�,m|2) 1
2

(∑l
m=−� |F

(2)
�,m|2

) 1
2

F
(2)
�,m , (9)

гдеK(�) — коэффициент кросс-корреляции между
ILC CMB и фоном для мультиполя �:

K(�) =

∑
m

(
cilc
�,mF ∗

�,m + (cilc)∗�,mF�,m

)

2
[∑

m |cilc
�,m|2

∑
m |F�,m|2

] 1
2

. (10)

Учитывая уравнения (9) и (10), можно получить

Cilc(�) = Cc(�)
[
1 − K2(�)

]
. (11)

Перед дальнейшим анализом рассмотрим при-
менимость модели однородных спектров фоновых
компонент, полученных командой WMAP методом
MEM в полосах K–W.Для этих фонов (суммы син-
хротрона, свободно-свободного излучения и излу-
чения пыли в каждой полосе частот) коэффициент

кросс-корреляции между ними определяется таким
же образом, как в уравнении (10) с подстановкой

F
(j)
�,m, F

(k)
�,m для cilc

�,m, F�,m в уравнение (9).

В Таблице 1 мы приводим коэффициенты
кросс-корреляции для различных комбинаций
фонов, выделенных командой WMAP с помощью
MEM. Можно видеть, что соответствующие коэф-
фициенты кросс-корреляции между различными
фонами очень близки к единице. Таким образом,
модель однородных спектров фоновых компонент
является очень хорошо мотивированной. Как сле-
дует из уравнений (9) и (11), соответствующий бай-
ес коэффициентов ILC cilc

�,m пропорционален K(�),
в то время как байес спектра мощности — порядка
K2(�). Так как истинный CMB представляется как
случайный (гауссовый ?) процесс, коэффициент
кросс-корреляции K(�) также описывается слу-
чайным (негауссовым) процессом. Таким образом,
для каждой реализации CMB на небе, коэффи-
циент кросс-корреляции K(�) остается неопреде-
ленным. Заметим, что команда WMAP [27], чтобы
скорректировать мощность сигнала CMB, полу-
ченного методом ILC, рассматривала 102 − 104

реализаций случайного гауссового CMB, создавая
статистический ансамбль реализаций. Тем не
менее, даже после осреднения реализаций мы не
можем предсказать байес одиночной реализации
CMB из-за космической ковариации. Более того,
как видно из уравнений (9) и (11), осреднение сиг-
нала CMB методом ILC для ансамбля реализаций
уменьшает байесовский фактор 〈K〉 до нуля, в то
время как 〈K2〉 �= 0. Таким образом, для ансамбля
реализаций коррекция мощности CMB может быть
проведена успешно, в то время как коррекция
самого сигнала кажется весьма проблематичной.
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Еще одна проблема связана со статистическими
свойствами истинного сигнала CMB. Хорошо из-
вестно, что низкие мультиполи (�≤ 10) CMB в кар-
тах WMAP значительно отклоняются от статисти-
ческой изотропности и однородности [36, 37] Ес-
ли этот эффект является проявлением первичной
негауссовости CMB, то мы просто не можем скор-
ректировать модель с помощью статистического
ансамбля реализаций. Это замечание еще сильнее
высвечивает проблему нестабильности восстанов-
ления низких мультиполей сигнала CMB.
Не имея возможности дать общее решение

упомянутой проблемы, мы могли бы предложить
непрямой метод определения байеса в простран-
стве изображений и спектров, отслеживая коэф-
фициент кросс-корреляции K(�) в производных
картах сигнала CMB и фоновых компонент, вы-
деленных методом MEM, включая синхротронные
карты Хаслама и др. (1982) [38] (далее HA). Эта
идея базируется на том факте, что в уравнении (5)
кросс-корреляция ILC и фона точно равна нулю.
Таким образом, если в результате применения
некоторых методов дебайесинга карты ILC мы
получим K �= 0, это могло бы быть использовано
с разумной точностью для оценки исходного коэф-
фициента космической ковариации κ. В следующем
разделе мы обсудим этот подход подробнее.

3. КРОСС-КОРРЕЛЯЦИИ ILC(I) И ILC(III) С
ФОНОВЫМИ КОМПОНЕНТАМИ

Как показала команда WMAP [4], коррекция
CMB методом ILC может быть проведена с ис-
пользованием дополнительной информации о фо-
новых компонентах и 100 реализациях случайного
гауссова сигнала CMB, который скрыт в комбина-
ции данных MEM-фона и карт WMAP в полосах
K–W. Повторив метод ILC MVM для каждой из
этих 100 реализаций, команда WMAP рассмот-
рела некоторую систематику метода ILC и внесла
соответствующую коррекцию в карты ILC(III) и
ILC(V).
Важно отметить, как указано в работе [4], что

разность между ILC(III) и ILC(I) в основном обу-
словлена байесом. На Рис.1 мы показываем квад-
рупольную и октупольную компоненты карт пер-
вого и третьего года — ILC(I) и ILC(III) соот-
ветственно и разности между ними, чтобы про-
иллюстрировать коррекцию байеса, проведенную
командойWMAP для низких мультиполей сигнала.
Рассмотрим кросс-корреляцию карт ILC(I) и

ILC(III) с фоновыми компонентами, выделенными
с помощью MEM (являющимися суммой синхро-
тронного, свободно-свободного излучений и из-
лучения пыли). На Рис.2 мы показываем коэф-
фициент кросс-корреляции ILC и фона K(�) для

мультиполей � = 2 − 10 и для MEM–фона по-
лос K-W данных WMAP1). Мы также показы-
ваем Kj(�) для ILC(I), ILC(III) и синхротронных
карт Хаслама и др. [38]. На этом рисунке мож-
но увидеть, что квадруполь (� = 2) и мультиполь
� = 5 из ILC(III) имеют отрицательную корреля-
цию (K ∼−0.5) с фонами полос Ka–W. Более того,
квадруполь ILC(III) имеет K ∼−0.6 с данными
квадруполя HA.

3.1. Статистические свойства байеса

Чтобы понять свойства кросс-корреляции
“ILC(III)—фоновые компоненты”, мы провели
численный тест, рассмотрев 10000 реализаций
случайных гауссовых карт CMB, и, проведя для
них кросс-корреляции с такими же моделями
фоновых компонент, как на Рис.2 без дебайесинга.

На Рис.3 мы показываем функцию плотности
вероятности P (Kj(�)) в зависимости от Kj(�) для
мультиполей � = 2 − 10.

Для входного случайного гауссового сигнала
CMB форма функций распределения c хорошей
точностью описывается функцией

P (K, �) = A�(1 − K2)�−1 , (12)

где A� — нормализационная константа. Исполь-
зуя P (K, �) для входного сигнала, показанно-
го на Рис.3 (сверху слева), мы нашли первый
< K >= −0.00043 и второй < K2 >= 0.19934
моменты для P (K, � = 2), что находится в согласии
с соответствующим значением < K2 >= 0.2 из
уравнения (12).

В конце этого раздела представим функцию
распределения первого и второго моментов для ко-
эффициентов кросс-корреляции между случайны-
ми гауссовыми реализациями сигнала CMB и фо-
новой компонентой. Эти моменты определяют бай-
ес сигнала ILC и спектра мощности. Неудивитель-
но, что первый (KP (K)) и второй (K2P (K)) мо-
менты, показанные на Рис.4, имеют два экстрему-
ма, которые легко оцениваются из уравнения (12):

Kn,�
± = ±

(
n

2(� − 1) + n

)1
2

, (13)

где n — порядок момента KnP (K), и � — номер
мультиполя. Для � = 2 мы имеем K1,2 = ±0.577 и
K2,2 = ±0.707. Этот результат ясно показывает,

1)Для ILC(I) мы используемMEM-фоны из данных первого
года WMAP.
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Рис. 1. Квадрупольная компонента карты ILC(I) (верхняя левая), квадрупольная компонента ILC(III) (средняя левая) и разница
между ними (нижняя левая). Справа — то же для октуполя карт ILC(I), ILC(III) и их разности.

что знак коэффициента κ фиксирован, и наибо-
лее вероятные значения K — это K1,2, а наи-
более вероятные значения K2 — это K2,2. Ниж-
ний график на Рис.4 показывает величину момен-
товM(n) = 〈KnP (K, �)〉 для ансамбля реализаций
случайного гауссового процесса. Для второго мо-
мента n = 2 форма функцииM(n) будет (2� + 1)−1

в соответствии с оценкой [27] для байеса спектра
мощности. Из уравнения (13) можно найти наи-
более вероятное значение K2 для квадрупольной
компоненты: K2

prob = 0.5. Это говорит о том, что
наиболее вероятная величина множителя 1 −K2

prob

есть 0.5, тогда из уравнения (11) мы получаем
Cc(� = 2) = 2Cilc(� = 2). В то же время наиболее
вероятная величина байеса ILC CMB определяет-
ся параметром κ = K1,2 = ±0.577. Можно видеть,

что эта величина близка к коэффициенту корреля-
ции ILC(III) и фона.

4. ПЕКУЛЯРНОСТИ КВАДРУПОЛЯ И
ОКТУПОЛЯ

В дополнение к кросс-корреляциям с фоновыми
компонентами мы обнаружили еще одну особен-
ность метода ILC, которая может иметь значи-
тельное влияние на решение проблемы квадруполя
ILC(III) [39]. Мы называем это переменностью
знака (флип-эффект) компоненты (2,0) в квад-
руполе ILC по отношению к знаку квадруполя
компоненты (2,0) истинного CMB. Чтобы оценить
численно этот эффект, вернемся к уравнениям (9)
и (10) для квадрупольной компоненты � = 2 и рас-
смотрим моду (2,m = 0):

|cilc
2,0| cos(ξ2,0) = |c2,0| cos(η2,0) −
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Рис. 2. Вверху — коэффициент кросс-корреляции ILC(I) и ILC(III) с фоновыми компонентами.Штриховая линия— для карты
ILC (III) и HA, тройная штрих-пунктирная линия — для ILC(I) и HA, жирная сплошная линия со звездочками — для ILC(I)
и V–полосы MEM-фона. Штриховая линия с ромбами — для ILC(III) и V-полосы MEM-фона. Внизу — коэффициенты
кросс-корреляциимеждуV иWфонамиWMAP (жирная сплошная линия), междуV иHA (пунктирнаялиния) и ILC(I) и ILC(III)
(тройная штрих-пунктирная линия). Штриховая линия — для полос Q и V, звездочки — для полос Ka–V, квадраты для фонов
Q–V.

κ

[
σc

σF

] 1
2

|F2,0| cos(φ2,0) , (14)

где |..| обозначает модуль, ξ2,0, η2,0 и φ2,0 — фазы
компоненты (2,0) квадруполя ILC, истинного квад-
руполя и фона соответственно. Так как модаm = 0
имеет только вещественную часть, эти фазы просто
означают знак компоненты (2,0). Для нашего буду-

щего анализа важно заметить, что для всех фоно-
вых компонент в полосах K–W |F2,0| 
 |F2,1|, |F2,2|
и φ2,0 = π. Учитывая уравнение (10), можно легко
найти, что

κ � −|c2,0||F2,0| cos(η2,0)
σcσF

(1 − ε),
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Рис. 3. Распределение функции P (K) для кросс-корреляции между случайным CMB и фоном в V–полосе (слева). Слева
направо и сверху вниз показаны данные для мультиполей � = 2, 3..10. Форма P (K) такая же для любого фона в полосах K–W,
включая и данные HA.

ε =
2
∑2

m=1 |c2,m||F2,m| cos(η2,m − φ2,m)
cos(η2,0)|c2,0||F2,0|

, (15)

где η2,m, φ2,m — фазы истинного CMB и фона
квадрупольных компонент m = 1 и m = 2. Таким
образом, после подстановки κ из уравнения (15) в
уравнение (14) мы получаем формулу (16), с по-
мощью которой рассчитаны данные, приведенные в
Таблице 2:

|cilc
2,0| cos(ξ2,0) = |c2,0| cos(η2,0)

µ + ε

1 + µ
, (16)

где µ = (|F2,1|2 + |F2,2|2)/|F2,0|2 � 1. Из уравне-
ния (16) следует, что если ε � µ, тогда ξ2,0 = η2,0

и |cilc
2,0| = µ|c2,0| � |c2,0|. Таким образом, мода |cilc

2,0|

в карте ILC меньше, чем соответствующая |c2,0|,
примерно в µ раз. Если ε 
 µ, то мы имеем

|cilc
2,0| cos(ξ2,0) �

2
∑2

m=1 |c2,m||F2,m| cos(η2,m − φ2,m)
|F2,0|

, (17)

и фаза cos(ξ2,0) определяется знаком знаменателя в
уравнении (17). Этот результат говорит нам о том,
что для ряда реализаций случайного CMB, знак
входного сигнала не имеет значения. Восстанов-
ленная фаза ILC ξ2,0 может быть такая же, как
(η2,0), или противоположна фазе η2,0 ± π истинного
CMB.
Чтобы показать, что этот эффект присутствует

в численном моделировании метода ILC, мы рас-
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Рис. 4. Функции распределения P1(K) = KP (K) (сверху) и P2(K) = K2P (K) (посередине) для кросс-корреляции между
случайными реализациями сигналаCMBифоном в полосеV.Нижний график показывает распределение 〈Kn(�)〉 для � = 2− 10.

Сплошная линия соответствует 〈K2(�)〉, штриховая линия— 〈K4(�)〉 1
2 , звездочки — 〈K(�)〉, ромбики— 〈K3(�)〉.
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Рис. 5.Иллюстрацияфлип-эффекта для квадруполя и октуполя ILC(III). Сверху вниз: квадруполь ILC(III), квадруполь ILC(III)
с флип-эффектом компоненты (2,0), квадруполь с флип-эффектом компоненты (2,2). Октуполь ILC(III) и он же с флип-
эффектом компоненты (3,1).
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Таблица 2. Число гармоник, имеющих S–коэффициенты, равные −1, из 10000 реализаций входных и выходных
карт. Верхний ряд содержит данные для квадрупольной компоненты, нижний— для октупольной.� и обозначают
вещественную и мнимые части коэффициентов a�,m разложения по сферическим гармоникам.

� = 2 2, 0 �(2, 1) (2, 1) �(2, 2) (2, 2) - -

S = −1 2148 361 55 1756 257 - -

� = 3 (3, 0) �(3, 1) (3, 1) �(3, 2) (3, 2) �(3, 3) (3, 3)

S = −1 232 1852 337 106 367 533 355

смотрели 10000 реализаций входных и выходных
карт для квадрупольной компоненты c2,0, приве-
денной в работе [36]. Как показано в [4], разница
между подходами WMAP и Эриксена и др. [36] в
полученных картах CMB вызвана скорее различ-
ным выбором раздельных областей в Галактиче-
ской плоскости, нежели различным байесом. Ис-
пользуя оценку S = sin

2,0 × sout
2,0 = cos ηin

2,0 × cos ξout
2,0 ,

где sin,out
2,0 = +1 или −1 для положительного и

отрицательного знака компонент cin,out
2,0 соответ-

ственно, мы нашли, что для 2148 реализаций
S = −1. Более того, так как фоны sf

2,0 = −1 для
всех полос K–WданныхWMAP, практически 43%
реализаций, имеющих sin

2,0 = −1, после применения
метода ILC изменяют знак и sout

2,0 = 1 (флип-
эффект). Мы расширяем наш анализ на октуполь-
ную компоненту ансамбля входных и выходных
сигналов [36] и обнаруживаем, что данный эффект
также имеет место, но число событий слегка
меньше, чем для квадрупольной компоненты.
В Таблице 2 мы приводим число событий для

S = −1, где входная и выходная компоненты квад-
руполя и октуполя имеют различный знак.
Там же (Табл. 2) можно увидеть, что для

компонент (2,0) и (3,1) число событий с S = −1
достигает максимума (соответственно 2148 и
1852 событий). Чтобы показать, что измене-
ние знака компоненты (2,0) может влиять на
увеличение кросс-корреляции между CMВ и
фоном, мы возьмем одну из реализаций из
входных карт Эриксена и др. [36], например, с
именем “in–00008”, и рассчитаем коэффициент
Kin(� = 2) для этой карты и синхротронной
карты Хаслама [38]. У нас Kin(� = 2) = −0.222.
Для входной карты cin

2,0 = −9.944µK. Для вы-
ходной карты CMB, именуемой “out–00008”,
cout
2,0 = 11.457µK и Kout(� = 2) = −0.522. Затем
мы меняем знак компоненты cout

2,0 и пересчиты-
ваем снова коэффициент кросс-корреляции. Мы
имеем Kout(� = 2) = −0.2466, что практически
является той же величиной, что и во входящей

карте. Этот пример ясно демонстрирует, что для
тех входных реализаций, для которых мода cin

2,0

отрицательна, эта компонента сигнала наиболее
вероятно восстанавливается с противоположным
знаком, увеличивая отрицательный уровень ко-
эффициентов кросс-корреляции Kout(� = 2), т.е.
величина коэффициентов K зависит от перемены
знака компоненты (2,0).
Чтобы показать соответствующие изменения

изображений квадруполя и октуполя, обусловлен-
ные флип-эффектом, мы приводим на Рис.5 квад-
руполь и октуполь ILC(III) с различным знаком
для компонент (2,0), (2,2) и (3,1). Как можно ви-
деть, флип-эффект значительно меняет морфоло-
гию карт. Это — обычное явление, так как все чет-
ные моды � + m — наиболее мощные компоненты в
сигнале ILC(III).

5. ВЫВОДЫ
Мы исследовали кросс-корреляцию карт ILC(I)

и ILC(III) с фоновыми компонентами, получен-
ными с помощью MEM по данным WMAP, и
показали, что эти корреляции тесно связаны с
байесом сигнала CMB, восстанавливаемого ме-
тодом ILC. Используя модели Монте-Карло, мы
нашли функцию распределения вероятности для
коэффициента кросс-корреляции между истинным
CMB и сигналом фона. Для дебайесинга CMB в
карте ILC нам необходимо знать точное значение
коэффициента K(�). Так как метод ILCMVM не
дает дополнительной информации о байесе, всякие
предположения о свойствах фона должны оставить
соответствующие искажения в сигнале ILC после
дебайесинга и на его спектре мощности (см. для
сравнения [4, 27, 29]). Эти неопределенности от-
ражают напрямую наше незнание точного значения
реализации случайного процесса K(�), делая вос-
становление сигнала CMB неустойчивым.
Есть и другая причина неустойчивости восста-

новления квадруполя и октуполя CMB, имеющая
отношение к байесу “CMB – фон”. Мы обнаружи-
ли, что изменение знака происходит для четных мод
� + m (у компонент (2,0) и (2,2) квадруполя и мо-
ды (3,1) октуполя). Соответствующая вероятность
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эффекта около 20% (см. Таблицу 1). Этот эффект
может иметь значительное влияние на процедуру
дебайесинга.
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INSTABILITY OF RECONSTRUCTION OF THE LOW CMB MULTIPOLES

P. D. Naselsky, O. V. Verkhodanov, and M. T. B. Nielsen

We discuss the problem of the bias of the Internal Linear Combination (ILC) CMB map and show that it
is closely related to the coefficient of cross-correlation K(�) of the true CMB and the foreground for each
multipole �. We present analysis of the cross-correlation for the WMAP ILC quadrupole and octupole from
the first (ILC(I)) and the third (ILC(III)) year data releases and show that these correlations vary within
from -0.52 to 0.6. Analysing 104 Monte Carlo simulations of the random Gaussian CMB signals, we show
that the distribution function for the corresponding coefficient of the cross-correlation has a polynomial
shape P (K, �) ∝ (1 − K2)�−1. We show that the most probable value of the cross-correlation coefficient
of the ILC and foreground quadrupole has two extrema at K � ±0.58. Thus, the ILC(III) quadrupole
represents the most probable value of the coefficient K . We analyze the problem of debiasing of the
ILC CMB and pointed out that reconstruction of the bias seems to be very problematic due to statistical
uncertainties. In addition, instability of the debiasing illuminates itself for the quadrupole and octupole
components through the flip-effect, when the even � + m modes can be reconstructed with significant
error. This error manifests itself as opposite, in respect to the true sign of even low multipole modes, and
leads to significant changes of the coefficient of cross-correlation with the foreground. We show that the
CMB realizations, whose the sign of quadrupole (2, 0) component is negative (and the same, as for all the
foregrounds), the corresponding probability to get the positive sign after implementation of the ILC method
is about 40%.
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